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В статье сформулированы основные задачи управления траекториями гиперзвукового 
планирования, выбрана модель квази-горизонтального движения с обоснованием принятых 
предположений, приведены технические ограничения на управление и условия полета, 
определены критерии оптимизации управления, изложены синтез и доказательства формул 
оптимального управления углом крена на основе принципа максимума Понтрягина, 
представлена геометрическая иллюстрация управляющих параметров. Ключевые 
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Введение  
Концепция гиперзвукового аэрокосмического аппарата (ракетоплана) была впервые 
разработана Е. Зенгером [2] еще в 30-е годы прошлого века. В 70 - 90-е годы эта идея была 
воплощена путем создания и эксплуатации многоразовых аэрокосмических систем типа 
«Спейс шаттл», «Буран» и ряда малых экспериментальных аппаратов научного и оборон-
ного назначения. В этот же период наиболее интенсивно проводились теоретические и на-
учно-прикладные исследования, в том числе баллистические [3,4]. С распадом СССР сни-
зились экономические возможности и актуальность аэрокосмических разработок, был ос-
лаблен научно-производственный потенциал страны, многие проекты были закрыты или 
заморожены. Немного позже США закрыли программу «Спейс шаттл», как экономически 
невыгодную. 
Однако в последнее время ведущие космические державы возобновили гиперзвуко-
вые проекты (Х-43, HGV, WU-14) и даже проводят летные испытания. Естественно, эти 
проекты сопровождаются исследованиями задач управления. Активность проявляет США 
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[5] заметные достижения демонстрирует Китай [6-8]. Россия также публикует работы в 
этом научном направлении [9-11]. 
Разработчики аэрокосмических систем тратят много средств и сил для достижения 
наилучших конструктивных характеристик материалов, приборов, агрегатов, компоновки 
и аэродинамики. Поэтому для реализации достигнутых потенциальных возможностей та-
ких систем не менее важна и необходима оптимизация алгоритмов управления.  
Эта работа, в основном, нуждается в научных исследованиях, практически не требу-
ет производственных ресурсов, но зачастую дает неожиданные решения, значительно по-
вышающие эффективность аэрокосмических систем. Идеальным инструментом для таких 
исследований является Принцип максимума Понтрягина. 
Общие проблемы оптимизации управления траекториями аэрокосмических аппара-
тов, требующие решения, были четко сформулированы в работе [10]:  
- выполнение технических ограничений на управление и условия полета,  
- надёжность, устойчивость к возмущениям и высокая точность наведения,  
- максимальное использование манёвренных возможностей аппарата,  
- реализуемость алгоритмов в системе управления. 
В данной работе найдено решение этих проблем, пока для условий пассивного ква-
зи-горизонтального полета, однако предложенные методы оптимизации могут найти при-
менение и в других актуальных задачах.  
С учетом приоритетов управления и особенностей гиперзвукового полета наиболее 
близкие по методам решения могут быть задачи оптимизации следующих траекторий: 
1) Погружение в мезосферу после отделения от разгонной ступени или спуска с орби-
ты, рикошет, демпфирование вертикальных колебаний траектории с выполнением 
ограничений на температуру конструкции планера, зависящую от угла атаки, ско-
рости, скоростного напора и продолжительности аэродинамического нагрева. 
Управление углами атаки и крена. 
2) Квази-горизонтальные манёвры ракетоплана или крылатого ускорителя на участке 
выведения [10-11]. Управление тягой и углом крена. 
3) Квази-горизонтальные манёвры [3-8] смены параметров орбиты аэрокосмического 
аппарата. Управление тягой и углом крена. 
4) Движение к поверхности Земли [12] с выполнением ограничений и достижением 
заданной точности конечных параметров полета (посадка или пикирование). 
Управление углами атаки и крена, возможно управление тягой и аэродинамиче-
скими устройствами, включая надувные [13]. 
В оптимизации управления квази-горизонтальным гиперзвуковым полетом уже бы-
ли достигнуты значительные результаты [3-4, 10-11]. 
На основе Принципа максимума были выведены уравнения сопряженного вектора 
[3] и рассчитаны траектории разворота к точке старта с управлением по заданным ограни-
чениям. Была получена система 4-х сопряженных уравнений для решения задачи опти-
мального управления [4], рассчитана зона достижимости планера с решением краевых и 
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вариационных задач и доказана прямая зависимость размеров зоны достижимости от ве-
личины аэродинамического качества. Методы линеаризации и дифференцирования крите-
риальных функционалов [10], а также дополнительные упрощения [11] позволили полу-
чить аналитические формулы приближенно оптимального управления и конечномерной 
аппроксимации траектории. 
В этих работах осталось противоречие, требующее решения: 
– управление в аналитической форме требует значительных упрощений задачи, 
– иначе оптимальные алгоритмы получаются слишком сложные, связанные с интег-
рированием сопряженного вектора, решением краевых и вариационных задач.  
Простой, надежный и эффективный алгоритм оптимального наведения можно полу-
чить путем преобразования уравнений движения и синтеза аналитической формулы опти-
мального управления углом крена на основе следующих условий и допущений. 
Постановка задачи 
Планер стартует горизонтально с суборбитальной скоростью 6,4 – 7,6 км/с  и далее 
пассивно планирует в неподвижной равновесной Атмосфере  по сферической поверхности 
постоянного радиуса R = const ~ 6420 км в центральном поле тяготения с гравитационной 
постоянной Земли μ =398600,4 км3/с2. 
Этим условиям соответствует система уравнений движения в инерциальной сфери-
ческой системе координат: 
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где γ – управляющий угол крена, 
V – скорость, 
           ~ 7,9 км/с – первая космическая скорость,  
А – азимут, 
λ – долгота, 
φ – широта,  
         – гравитационное ускорение на радиусе R, 
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К = const - величина аэродинамического качества.  
В системе отсутствуют уравнения вертикального движения. 
Аналогичные допущения были приняты в работе [4] и они правомерны, так как па-
раметры вертикального движения оказывают несущественное влияние на расчеты квази-
горизонтальных траекторий, и могут учитываться как возмущения. 
Ограничения в данной работе не исследовались и, как вариант аппроксимации, зада-
вались упрощенно по формуле: 
 cos γ    max( kq – kT n; 1/Ny max ; 1/К/Nx max ) (5) 
где Nx max, Ny max – допустимые аэродинамические перегрузки, 
kq, kT - коэффициенты ограничений, влияющих на температуру поверхности планера,  
n – вертикальная составляющая перегрузки по условию квази-горизонтального поле-
та: 
 n = (1-V /V1 )   (6) 
Для возможных конечных параметров движения были заданы следующие Критерии 
оптимальности: 
V max – максимум скорости для возможных конечных значений А, λ, φ; 
А max – максимум азимута для возможных конечных значений V, λ, φ; 
D min – минимум расстояния до заданных геоцентрических точек (λ, φ) при достиже-
нии заданной конечной скорости, что соответствует зоне предельных границ долготы и 
широты. 
Каждому из критериев соответствует одно из уравнений системы (1-4), поэтому до-
полнительные уравнения для критериев оптимальности не требуются. 
Замена независимой переменной и получение уравнений сопряженного 
вектора 
Для понижения количества ведущих уравнений (1-4), и перехода к безразмерным 
параметрам движения вместо свободного аргумента t вводится другой независимый аргу-
мент: 
 n (6), который меняется от n = 0 (круговая орбита) до n =1 (полная остановка). При такой 
замене время становится одним из параметров движения: 
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После умножения уравнений (1-4) на уравнение (7) с учетом соотношения 
gR = V /(1-n) 
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система уравнения движения запишется так: 
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Последние два уравнения являются дополнительными, причем уравнение (11) мож-
но исключить, так как           . 
Для определения сопряженных параметров составляется Гамильтониан: 
    
 
 
 
     
   
 
                 
  
    
            
   
   
            
        
       
 (12) 
Находятся его частные производные по А, φ и λ, соответствующие сопряженным 
уравнениям:  
                                                              (13) 
                                                  
     (14) 
               =>           
В результате выполненных действий количество ведущих уравнений и, соответст-
венно, размерность уравнений сопряженного вектора стала 2 вместо 4. 
Определение сопряженного вектора через параметры движения 
Структура уравнений 13 и 14 позволяет выразить сопряженные параметры через те-
кущие параметры движения: 
                          (15) 
               (16) 
где λ о = const - константа интегрирования. 
С одной стороны, для доказательства справедливости формул 15 и 16 необходимо их 
продифференцировать: 
                          
                                            
 =                                                        (17) 
        
                                                       (18) 
С другой стороны, необходимо формулы 15 и 16 подставить в уравнения 13 и 14: 
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 =                                                        (19) 
     K cosγ                                             
                                     (20) 
Доказательством формул 15-16 является идентичность уравнений (17)=(19), (18)= 
(20).  
Определение оптимального угла крена 
Формула оптимального управления углом крена выводится из условия dH/dγ = 0: 
      
              
                              
 
 
(21) 
 
При подстановке формул 15 и 16 в уравнение 21 получается: 
      
                              
                                                         
  
 
 
                              
                                                      
 
 
(22) 
 
После введения нового параметра управления   ,  
замены            , 
                               
и умножения числителя и знаменателя формулы 22 на  –          
сопряженные аргументы управления меняются на текущие параметры движения: 
      
                                      
                                                     
 (23) 
Если задать новую ортодромическую систему координат так, чтобы ее экватор пере-
секался с географическим экватором (см. рис.1) в долготе    под наклонением     то три-
гонометрическая часть числителя формулы (23) представит собой высоту положения пла-
нера над плоскостью ортодромического экватора:  
                                        (24) 
где   - не что иное, как ортодромическая широта. 
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Рис. 1. Схема опорной ортодромической системы координат 
Знаменатель формулы (23) также представляет собой конкретный геоцентрический 
параметр: 
                                                                  (25) 
Здесь        о        о  о       о        о  о  о      о        о     
плоскость суборбиты планера задается векторами скорости V и радиуса R,  
а ортодромический экватор далее будет называться опорной ортодромией. 
При подстановке уравнений (24) и (25) в (23) формула управления углом крена оп-
ределяется в опорной ортодромической системе координат и упрощается окончательно:  
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где   –  вектор ортогональный плоскости суборбиты  векторам   и   см рис      
проведенный от планера до пересечения с плоскостью опорной ортодромии   
Выводы и заключения 
Задача в аналогичной постановке существует почти полвека, однако без значитель-
ных упрощений её аналитического решения до сих пор найти не удавалось. 
Новизна работы состоит в разработке метода преобразования уравнений движения, 
определении и доказательства геометрической сущности сопряженных параметров и, в 
итоге, синтезе аналитической формулы (26) оптимального управления углом крена, кото-
рая включает в себя только текущие параметры движения и не требует интегрирования 
сопряженного вектора. 
Геометрическое решение задачи оптимального управления, соответствующего за-
данным критериям, сводится к поиску параметров опорной ортодромии:  
ее наклонения      долготы пересечения с географическим экватором    ,  
при которых плоскость суборбиты планера приближается к плоскости опорной ортодро-
мии:                   γ → 0. 
Формула (26) прошла численные испытания на полноразмерной математической мо-
дели полета, включающей вращение Земли, атмосферные возмущения, аэродинамику ор-
ганов управления и динамические уравнения стабилизации. Результаты траекторных рас-
четов показали ее правомерность, эффективность и применимость.  
Таким образом, формула (26) допускает свою практическую реализацию в бортовых 
алгоритмах управления и может служить для контроля качества квази-оптимальных алго-
ритмов. 
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The work objective is the synthesis of simple analytical formula of the optimal roll angle 
of hypersonic gliding vehicles for conditions of quasi-horizontal motion, allowing its practical 
implementation in onboard control algorithms. 
The introduction justifies relevance, formulates basic control tasks, and describes a history 
of scientific research and achievements in the field concerned. The author reveals a common dis-
advantage of the other authors’ methods, i.e. the problem of practical implementation in onboard 
control algorithms. 
The similar tasks of hypersonic maneuvers are systemized according to the type of maneu-
ver, control parameters and limitations.  
In the statement of the problem the glider launched horizontally with a suborbital speed 
glides passive in the static Atmosphere on a spherical surface of constant radius in the Central 
field of gravitation.  
The work specifies a system of equations of motion in the inertial spherical coordinate sys-
tem, sets the limits on the roll angle and optimization criteria at the end of the flight: high speed 
or azimuth and the minimum distances to the specified geocentric points.  
The solution.  
1) A system of equations of motion is transformed by replacing the time argument with 
another independent argument – the normal equilibrium overload. The Hamiltonian and the 
equations of mated parameters are obtained using the Pontryagin’s maximum principle. The 
number of equations of motion and mated vector is reduced.  
2) The mated parameters were expressed by formulas using current movement parameters. 
The formulas are proved through differentiation and substitution in the equations of motion.  
3) The Formula of optimal roll-position control by condition of maximum is obtained. Af-
ter substitution of mated parameters, the insertion of constants, and trigonometric transfor-
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mations the Formula of the optimal roll angle is obtained as functions of the current parameters 
of motion.  
The roll angle is expressed as the ratio of the sine of the latitude by the cosine of the sub-
orbital inclination with correction for the speed.  
The spherical diagram shows the geometric illustration of the trajectory and control param-
eters.  
In conclusion the paper shows the essence and the solution novelty, describes the flight 
model, which allowed us to conduct numerical tests of the Formula. Besides, it concludes that 
the formula is valid and can be used in practical implementation in on-Board algorithms to con-
trol the hypersonic gliding vehicles.  
References 
1. Pontryagin L.S., Boltyanskii V.G., Gamkrelidze R.V., Mishchenko E.V. Matematicheskaya 
teoriya optimal'nykh protsessov [Mathematical theory of optimal processes]. Moscow, 
Fizmatgiz Publ., 1976, 322 p. (in Russian). 
2. Zenger E. Tekhnika raketnogo poleta [The technique of rocket flight]. Moscow, Oborongiz 
Publ., 1947, 300 p. (in Russian). 
3. Пашинцев В. Т. Approximate optimal control of the roll angle in the problem of the return 
of hypersonic aircraft. Uchenye zapiski TsAGI = Scientific notes of CAHI, 1972, Rel. 4, Vol. 
3, pp. 136-144. (in Russian). 
4. Shkadov L.M., Bukhanova R.S., Illarionov V.F., Plokhikh V.P. Mekhanika optimal'nogo 
prostranstvennogo dvizheniya letatel'nykh apparatov v atmosfere [Mechanics of optimal 
spatial motion of the aircraft in the atmosphere]. Moscow, Mashinostroenie Publ., 1972, 342 
p. (in Russian). 
5. Butt W. A., Yan L., Kendrick A. S. Adaptive dynamic surface control of a hypersonic flight 
vehicle with improved tracking. Asian Journal of Control, 2013. vol. 15, iss. 2, pp. 594–605. 
DOI: 10.1002/asjc.450 
6. Xu B., Yangand C., Pan Y. Global Neural Dynamic Surface Tracking Control of Strict-
Feedback Systems With Application to Hypersonic Flight Vehicle. IEEE transactions on 
neural. Networks and learning systems. 2015. Vol. 26, no. 10. pp.2563-2575. DOI: 
10.1109/TNNLS.2015.2456972 
7. Xu B., Shi Z. An overview on flight dynamics and control approaches for hypersonic vehi-
cles. Science China Information Sciences, 2015, vol. 58, no. 7, P. 1–19. DOI: 
10.1007/s11432-014-5273-7 
8. Xu B. Robust adaptive neural control of flexible hypersonic flight vehicle with dead-zone 
input nonlinearity. Nonlinear Dynamics, 2015, vol. 80, iss. 3, P. 1509–1520. 
9. Betanov V.V., Doronin D.V., Zakharov S.E. The algorithm of the operative forecast of the 
trajectory of the lander, making gliding flight in a rotating atmosphere. Kosmicheskie 
issledovaniya = Space research, 1999. no. 4. pp. 365-373. (in Russian). 
Aerospace Scientific Journal of the Bauman MSTU 37 
10. Lazarev Yu.N. Upravlenie traektoriyami aerokosmicheskikh apparatov [Managing the tra-
jectories of aerospace vehicles]. Samara, Samar. nauch. tsentr RAN, 2007, pp.274.  
11. Sokolov N. L. Approximate analytical method of calculation of spatial maneuvers of the 
spacecraft in the atmosphere. . Kosmicheskie issledovaniya = Space research, 1988. Vol. 26, 
no. 2. 209 p. (in Russian). 
12. Koryanov V. V.,  Kazakovtsev V. P. Methods of calculation of parameters of motion of 
landers. Estestvennye i tekhnicheskie nauki = Natural and technical Sciences, 2014, no. 9-
10, pp. 179-184. (in Russian). 
13. Koryanov V. V.,  Kazakovtsev V. P. Analysis of the impact of wind on the dynamics of an-
gular motion of the lander with inflatable braking device in the terminal phase of trajectory. 
Estestvennye i tekhnicheskie nauki = Natural and technical Sciences, 2014, no. 11-12, pp. 
243-246. (in Russian). 
14. Lysenko L. N., Sham N.Ch. Analysis of the applicability of existing computer technologies 
for automated synthesis of a fuzzy traffic control light remotely piloted aircraft in adverse 
weather conditions. Nauchnyi vestnik MGTU GA = Scientific Bulletin of MSTU CA, 2014, 
no. 200(2), pp.118-125. (in Russian). 
15. Milyutin, A.A. Dmitruk A.V., Osmolovskii N.P. Printsip maksimuma v optimal'nom 
upravlenii [The maximum principle in optimal control]. Moscow, Izd-vo TsPI pri 
mekhaniko-matematicheskom fakul'tete MGU, 2004, 167 p. (in Russian). 
 
